Soluciones Hoja 2 Pedro Balodis
Problema 3. Determinar qué sucesiones convergen, usando la definicién:

: Es convergente, pues por lo visto en clase, es decreciente y acotada
r™ con 0 < r=1/2 < 1). Su limite es 0.

a) Ay = 27
(an =

b) b, = /n: No es convergente (aunque (b, )22 ; es creciente), pero tiene limite co.
Si R>0,b,>Rsin> R? (entonces /n > VR2=R; R>0).

¢) ¢, =3+ (—1)™: No es convergente, pues si tomamos las subsucesiones d,, = ca,
en = Cop_1, dn = 4Vn, e, = 2Vn, luego d,, — 4, e, — 2, que son limites
diferentes.

Problema 4. Ver que las siguientes sucesiones divergen y determinar si tienen
limite Foo:

n3

2) @ = 10,51 2000°

TL2

"10n2 + 2009
1

" 10+ 200902
—_——

i=cp,—1/10

Puesto que ¢, — 1/10 > 0 y claramente n — oo, usando la Prop. 10 de las
notas de clase, se sigue que a,, — co.

b) b, = —n?: Claramente, b, — —oc, pues n? — oc.

1+ (-1

c) ¢p = ———.

) e =5

vemos que ¢, — 1, ¢!/ — 0, que son dos limites diferentes, luego (¢,,)22; es
divergente; no tiene limite +o0o por ser acotada: |c,| < 1Vn.

: /L _ /. —
Tomando las subsucesiones ¢}, := ca, = 1, ¢, = capn—1 = 0,

d) d, = (—2)": Puesto que ¢, = ™ con r = —2 < —1, por lo visto en teorfa,
(dn)S2, es divergente y no tiene tampoco limites +co. Sin embargo, |d,,| — oc.

Problema 5. Encontrar los siguientes limites, usando lo visto en clase:
a) lim,_, 0,2011™: Claramente, el limite es 0, pues 0 < 0,2011 < 1.
(=5" (=5)" 1.5

. n 5
b) lim, T’ @ = ot = ﬁ(_ﬁ) — 0, pues | — E' < 1, luego

——)" — 0 y también lo es el limite pedido.
12

c) limk_wo(g)k: Puestoque 0 <e<3 <7, 0< % < 1, luego el limite pedido es 0.

d) limg oo el/(+1). Claramente, limy_ oo 1/(k+1) = 0. Entonces, usando la
Prop.12 (propiedades de %), se sigue que el limite es e® = 1.

Problema 6. Usando el Teorema del Encaje (Prop.4iii) de las Notas de Clase),
encontrar los siguientes limites:

1 1 1
a) limn_,oo—': Claramente, 1 < n < n!Vn, luego 0 < = < —,Vn. Tomnado
n n! n

: 1
an =0, b, = —, an, b, — 0, luego el limite anterior es 0.
n



2 cos(3n) + bsen (n?) 2 cos(3n) + 5sen (n?)

7
< us-
n+1 n+1 < n+1 (
ando que senz y cosz estan entre -1 y 1, asi como las propiedades del valor

absoluto), luego

b) lim, : Estimamos |

T < 2 cos(3n) + bsen (n?) < 7
n+1"~ n+1 “n+1
7 1

Tomando a,, = el b, = Pt Qn, by — 0, luego el limite anterior es 0.

Vn.

—1)" —-n |
¢) Tim, o (=)™ + 2f+ cos(n!)
n

[(=1)" 4+ 27" +cos(n!)| <1+27"+1<3Vn,

: Estimamos

—1)" 4+ 27" 4 cos(n! 3 .

(=1) ( )| < —. Tenemos que lim,_, /1 = 00, pues
NG Jn

an = +/n es creciente, y si no tendiera a oo, estarfa acotada (por ser creciente).

Puesto que a2 = n, que claramente — 0o, obtendrfamos una contradiccién.

luego |

3

Por tanto, \T — 0 (Prop.7 de las Notas de Clase), y razonando como en b),
n

se sigue que el limite es 0.

Problema 7. Determinar cuéles sucesiones son convergentes, y sus limites (cuando
existan):

) 3nt—2 3—2n7t 1 1 t . 3
a) Gp,=—F—————: Ay = uego claramente a - =3.
" iy T Iy zyona B "
8n? -7 8 —7n!
b) a, = i . anzin. Puesto que n + 5n"2 = oo, —— — 0,
n -+ 5n—2

2n3 +5 n + 5n—2
y 8 — Tn~! — 8, luego el limite anterior es 0 (més informalmente, el limite

considerado serfa 7 — = 0”).
00

¢) a, = vn?+ 1 — n: Escribimos
(Vn2+1—-n)(v/n2+1+n) (n®>+1)—n?

an = =
vVni+1l+4n vn?Z+1+n

1
VvnZ+1l+n
Claramente, vnZ2 +1+n > vVn2+n=2n — oo, luego vn?+1+n— ooy

1
entonces a, — 0 (limite — = 0).
00

d) a, = nvn2? + 1 —n? Escribimos a,, = n(v/n2 + 1+ n), y usando c),
_ n _ 1
vVni+14n V1+n2+1

Puesto que 1+n 2 - 14+0=1,V1+n2+1 — v/1+1 = 2 (ésto en realidad
requeriria justificacién aparte, pero lo dejaremos para el tema ” Continuidad
de funciones”), y entonces a, — 1/2 (por la Prop.1 de las Notas de Clase).

an

n

5T 6”: Escribimos

e) ap, =

477.7’)1 2n
B R )

(5" +67)6—"  (5/6)" +1°




0
Puesto que 0 < 2/3,5/6 < 1, (2/3)",(5/6)™ — 0, luego lim,, 00 Gy, = —— =

0+1
0.
£) a, = " Escribimos
"B (—6)
6" (—6)"" 1
an, = =(-1)'————.
(5" + (=6)")(=6)~" (=5/6)" +1
1

Puesto que | —5/6] < 1, (=5/6)" — 0, luego lim,_, EIOES! =1#0.

Eso implica que la sucesién (a,)52; no puede tener limite, pues de tenerlo,
también lo tendria entonces (—1)", lo cual no es el caso. (otra forma de

1
verlo es considerar las subsucesiones aq, = m = 1y agp_1 =
1
m — —1, que son limites diferentes.)

Problema 8. Determinar los limites:

a) lim, oo V2n3: a, = V203 = v/2n3/? = oo, pues para cualquier a > 0, n* — 0o
y V2> 0.

b) lim,00(%/3/2 +77Y"): @, = (¥/3/2 + 77 1/") = (3/2)1/" + 7~ 1/". Tenemos
log(3/2 log(3/2
(3/2)V" = eXp(#) — ¢” =1, pues # -0
De modo similar, 7=1/"
¢) lim, oo ( Be+e™™):

an= Rlet+e M=/ e 4

— 1, luego el limite pedido es 2.

—ef=1 —0
d) nmn%o(niﬂ)n;
tn = (nj-l)n = (1= n—ll—l)n:(1+b”)n; b = _n—li—l

Como nb, — —1, el limite pedido es e~ !.
e) lim,Lﬁoo(%)Q”:

Como nb,, — —1, el limite pedido es (e71)? = e~2.
£) lim, (1 + % + %)"

tn= (14 2 ) = (L) b= 24

Como nb,, — 2, el limite pedido es e2.

Problema 9. Dar ejemplos de:



a) Una sucesion (a,)5; con (|a,|)$2; mondtona y acotada, pero divergente:

Solucién: La sucesién a,, = (—1)" cumple todo éso, segun lo visto en teorfa.

b) Una sucesion (b,,)22; con (bny1/bn)5%, convergente, pero (b,)5>; no:
Solucién: La sucesién b, = (—1)" cumple todo éso, pues no es convergente
bn+1

Yoo = —1Vn, que es obviamente convergente.
n

Problema 10. Sean (a,)5%;, (by)22, dos sucesiones acotadas superiormente y
A, B sus respectivos supremos (A = sup{a, : n € N}), o abreviadamente A =
sup,, an, y de modo similar para B y C = sup,,(a, + by,)).

a) (Se cumple siempre C' < A + B?.
Respuesta: Si, y su justificacién es la siguiente:

Por definiciéon de A y B, tenemos:
VvneN, a, <Ab,<B=c¢,=a,+b, <A+ B (1)

De (1) se sigue que (¢,)52 es acotada superiormente, siendo A + B una cota
superior para ésa sucesién. Por tanto,

C =supc, <A+ B

como se afirma.

b) (Se cumple siempre que A+ B = C si (a,)521 ¥ (bn)S2; son crecientes?
Respuesta: Si, y su justificacion es la siguiente: Primero, observamos que
()22, es creciente si (a,)22; v (b,)22, lo son:

Cn4l1 — Cp = (an+1 + anrl) - (an + bn)
= (ant+1 — an) + (bnt1 — bn); an, by, crecientes

>0 >0
> 0

Por ser (a,)2% 1, (b,)221 v (¢n)52 todas crecientes, tenemos A = lim, o0 @n,
B =lim,_, b,, C =lim,_. ¢, y entonces
A+ B = lim a,+ lim b, = lim (a, +b,) =C
n—oo n—oo n—oo \—v—/

=Cn

c) (Se cumple siempre A+ B = C?

Respuesta: No, pues consideremos a,, = (—1)" = —b,,. Tenemos entonces
¢n = 0Vn, luego C' = 0, pero sup,, a, = sup,, b, =1 y entonces C' < A+ B.

Problema 11. Consideramos la sucesién a,, definida por
Gn+1 =V2ap,n>1; a1 =1
(una relacién de recurrencia). Probar:
a) a, < 2Vn (por induccién):
Prueba: Para n = 1, obvio, y si a) es cierto para un n > 1, para n + 1
tenemos:
an+1 = V2an; 2a, <2-2= 227 pues a, < 2

< V22 =2



b) Probar que (a,)22; es mondtona creciente y hallar su limite:

Prueba: Primero, observemos que a,, > 0Yn (obvio si n = 1, y si para un
n > 1 se cumple a,, > 0, para n + 1 tenemos a,4+1 = v/2a, > 0, por ser
2a, > 0). Una vez observado ésto, podemos calcular:

Up41 — An = m*an

= Vaa(V2 - vay)

_ (V2= Va) (V2 + Van)
= Vo V2 + Van

2—an,
= ,/a/ni
V2 + \/an

> 0 por a)

luego (a,)52; es mondtona creciente (estrictamente). Una vez que sabemos
ésto, deducimos que da = lim, . a, y ademas 1 = a; < a < 2 por ser
(an)S, estrictamente creciente (y acotada por 2). Para calcular a usamos la
relacién de recurrencia:

a= lim a4y = lim v2a, = ,/2 lim a, = V2a

n—oo n—oo n—oo

de dénde a? = 2a = a = 0V a = 2; puesto que a > 1, a = 2. (Observacién:
el célculo anterior se justifica porque sabemos que las sucesiones involucradas
tienen limite. Informalmente, puede hacerse tal calculo, sin justificar los pasos
intermedios, para encontrar los posibles candidatos al limite a).

c) Encontrar una férmula exacta para a,:

Solucién: Tenemos a; = 1, ay = /2 = 21/2, g3 = (21+1/2)1/2 = 91/2+(1/2)°
asi que parece que el patron es

) n—1
a1 =1, a, =25 O > 257 (1/2)) = 1-(1/2)", luego a,, = 210/
j=1

que trataremos de probar por induccién (en la forma a, = 2'=1/2" n > 1):
Sin =1,2,3, ya lo hemos comprobado, y si para un n > 1 la férmula anterior
es cierta, para n + 1 tenemos

ng1 = V2 21-(1/2)" — \/22-(1/2)" — 9(1/2)(2=(1/2)") _ 1=/

luego la férmula conjeturada es cierta, y con ella es obvio que a,, — 2.

Problema 12. (lo haré con mayor generalidad de la pedida en el ejercicio): Se
considera, para un t > 0 fijo, la sucesién x,, n > 1 definida por:
1

T € [\/f,oo) (arbitrario), z,+1 = f(x,); f(z) = i(x + %), z >0

a) Probar que Vn > 1, z,, > /.

Prueba: Sin =1 a) es cierto por nuestra eleccién de 1, y si para un n > 1
a) es cierto, para n+ 1 tenemos, por un lado, z,+1 > ©,/2 > 0 (supuesto que
xn > 0) (luego =, > 0Vn) y entonces, para n + 1,

2
9 Tn t
it = <2+2zn>

4 (%”) (2;) . (a+b)2 > 4dab

= 1

Y



luego, por ser x,,41 > 0, r,1 > v/t. (Observacién: La desigualdad (a + b)?
4ab, que aparece como indicacién en el ejercicio se deduce de que (a £+ b)
a® + b% % 2ab, luego 4ab = (a + b)? — (a — b)? < (a + b)?).

——

>0

[
v

b) Probar que (z,,)%; es decreciente y que x,, — v/t
Prueba: Tenemos, paran > 1,

1, ¢
Tn+l — Tpn = 2(; _xn)
n

2
t— s,

- 22,
< 0

pues x, > Vivn, segun b). Por tanto, 3z = lim,,_,~ x,. Para encontrar x
usamos la relacién de recurrencia:
Tn t t

o= lim onps = lim (G + )= 5+ o

que implica 22 = t. Como = > /%, se sigue que = = /t.

Observacién: Si no suponemos 1 > v/t, si partimos de un z; > 0 cualquiera y
fuera 0 < z1 < V/t, se puede ver facilmente que en la 22 iteracién zo > /T, pues

1 1
si se da éste caso, podemos escribir f(z1) = v/Rg(t) con g(t) = 2(t + Z)’ t=

t—1
jlﬁ > 0. Pero g(t) > 1Vt > 0, pues g(t) — 1 = % > 0. Por tanto, el

esquema iterativo converge a v/t para cualquier eleccién de z1 > 0.

Problema 13. Se considera la sucesién (a,)22, (observemos que n empieza en 0)

dada por ag =1, a1 = 2, a, = gan,l — ian,g, n > 2

a) Probar que (a,)22, es creciente:
Prueba: Tenemos, para n > 2,

/31 _ L )
Ap+41 Up = 2an 2an71 ap = 2 Gnp Gp—1

de dénde el signo de ay, 41 — a, coincide con el de a,, — a,—1. Iterando ésto n
veces, llegamos a que el signo de a,,+1 — a, coincide con el de a; — ag, que es
positivo, luego la sucesién es creciente.

b) (lo omito: se sugiere experimentar un poco uno mismo, y aparentemente es
dificil sacar ninguna conclusién sobre la acotacién de la sucesién ay,).
c¢) Probar por induccién que a,, = 3 — (1/2)"~! y deducir que a,, — 3:

Prueba: Paran = 0, 1 la férmula es inmediata, y si para un n > 1 la férmula
es valida, para n + 1 tenemos

3 1
— 50n-1

2¢ 2
- % 3072 = 5 (8- /2
3 (1/2)"

luego la férmula es valida para todo n. Es inmediato entonces que a,, — 3.

anJrl



Observaciéon: Para ver como se podia haber deducido ésto, podemos observar
lo siguiente: Sea n > 1. Entonces:

1 1 1 1.,
ar—ar = g(a1—ap) = 5, az—as = g(a2—a1) = (5)% .- an =t = (5)"
A continuacion, escribimos, para n > 1,
an = [(an —an-1)+ (@an—1—an-2)+ ...+ (a1 —ap)] + ao

= [@/2" '+ @1/2)" 2 +...(1/2)°] +1
= 1+ nz_:(l/w'

j=0
(1/2)° — (1/2)

1-1/2
= 3-(1/2)"!



